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TD n°1 — Géométrie hyperbolique élémentaire

Le demi-plan de Poincaré

Le demi-plan H? = {z € C : Im(z) > 0}, appelé demi-plan de Poincaré, est une des
représentations du plan hyperbolique. On se propose d’en étudier quelques propriétés. On
pourra utiliser les coordonnés complexes ou réelles, (z,2) = (x + iy, z — iy). Pour tout z € H?,
le plan tangent & H? en z est T,H? = {z + u, u € C} = C. Introduisons quelques objets :

— la métrique hyperbolique g = (g),cm2 est une famille de produits scalaires g, : T, H? x

T,H? — R dépendant continiiment de z, avec

<u7 ’U) (u,v) 2
g:(u,v) = ()2 = . Yu,v € T,H*.
Note : le produit scalaire (-,-) est le produit scalaire euclidien sur C. De maniere
équivalente, la métrique est décrite par le tenseur métrique

B dz? + dy? dzdz

2 _
ds " = Im(z)z'

— La longueur d'un chemin ~ : [0,1] — H? est donnée par

! o 1 .
1) = [as= [ oo G 30 = [ a0P T 0P

la derniere égalité étant due au fait que tout élément du demi-plan de Poincaré admet
une partie imaginaire strictement positive.
— La distance sur H? est définie par

d(z,w) = igfL(y),

ot1 I'infimum est pris sur tous les chemins différentiables v : [0, 1] — H? tels que v(0) = z,
V(1) = w.

Exercice 1. Le groupe des isométries Soit a,b, c,d € C. La transformation de Mdébius associée
a (a,b,c,d) est la fonction

f:{ C\{-4} — C

az+b
z cz+d

Elle se prolonge par continuité sur la sphére de Riemann C = C U {o0} en posant f (—%l) = 00
et f(oo) = 2.

1. Montrer que ’ensemble des transformations de Mobius associées a (a, b, ¢, d) avec ad —
bc # 0 forme un groupe. Il s’agit du groupe des automorphismes de la sphere de Riemann,
noté Aut(C).

2. Montrer qu’il existe un isomorphisme de groupes entre Aut(C) et le groupe PSL(2,C) =
SL(2,C)/{x1}.

3. Montrer qu’il existe un isomorphisme de groupes entre PSL(2,R) et le groupe
{g € Aut(C) : g(H?) = H?}.

4. Montrer que PSL(2,R) préserve la métrique sur H?.



5. Montrer que toute transformation de Mébius admet au moins un point fixe. En déduire
une classification des isométries de H?.

Solution.

1. Il suffit de vérifier que I’identité est une transformation de Mobius de déterminant non
nul, et que le produit et I'inverse de deux transformations de Mdbius de déterminant
non nul est de déterminant non nul.

~

2. Le morphisme p : GL(2,C) — Aut(C) défini par

a b _ZHaz+b
P\c d)° cz+d

est clairement surjectif. Son noyau est C* I, donc

~

Aut(C) = GL(2,C)/C*Is = PGL(2,C).
Il reste & montrer que PGL(2,C) = PSL(2,C). L’inclusion SL(2,C) C GL(2,C) passe
au quotient par le noyau de p, qui est donc C*Iy pour GL(2,C) et {£1I2} pour SL(2,C).

Reste a montrer I'inclusion réciproque. Soit f = f, 4 .q une transformation de Mobius
telle que ad — be # 0. On peut vérifier que f! , ., définie par

1
/
fa,b,c,d = ad _ bcfa7bzc7d

est représentée par le méme élément de PGL(2, C), et que son déterminant vaut 1. Ainsi,
on a bien

~

Aut(C) ~ PGL(2,C) = PSL(2,C).

3. Montrons d’abord que PSL(2, R) préserve H2. Soit g = (Z 2) € PSL(2,R), et z € H2.

Im(g(z))

1<az+b az+b>_1(ad—60)(2—2)_ m(z) .

T 2\cztd cz+d) A |ez+d? ez +dJ?

donc g(z) € H2. Réciproquement, si ¢ € PGL(2,C) préserve H2, montrons que g €
PSL(2,R). Cela revient a montrer que a,b,c,d € R.
Si g préserve H?2, il préserve aussi OH? = R U {oco}.
— Supposons d’abord ¢,d # 0 et ¢ # —d. On peut renormaliser g de sorte que d = 1.
Les points ¢(0), g(1), g(co) sont trois éléments distincts dans R U {oo}.
a a+b
90)=b gl =2, )=
et tous ces éléments sont dans R. En particulier, b € R. En calculant Im(g(1)) on
peut vérifier que ¢ € R, et idem pour Im(g(c0)) et a. Donc g € PGL(2,R). De plus
Im(g(z)) > 0 pour tout z donc ad — bc > 0 donc on peut renormaliser g de sorte que
ad —bc =1, et g € PSL(2,R).
— Supposons ensuite ¢,d # 0 et ¢ = d. Alors on peut normaliser g de sorte a avoir
c=-1,d=1.0Onag(0) =beR, g(co) = —a € R. De plus Im(g(z)) > 0 pour tout
z donc ad — bc > 0 donc on peut renormaliser g de sorte que ad — bc = 1.
— Sic=0, alors d # 0 et on peut normaliser de sorte a avoir d = 1. On a g(0) = b € R,
g(1)=a+b e R donc a € R, et on peut renormaliser pour avoir ad — bc = 1.
— Sid =0 alors ¢ # 0 et on peut supposer c =1. Ona g(oo) =a € R, g(1) =a+beR
donc b € R.
On conclut a I’égalité par double inclusion.



4. Montrons que PSL(2,R) préserve la métrique. Tout d’abord, d’apres les équations de
Cauchy-Riemann, pour tout f : H? — C,

(PN el
f <Im<z>2> =IO i@y

On applique cela a f(z) =g-z = gjig, et apres un peu de calcul on obtient bien
f'z) 1

Im(f(z))  Tm(z)’

5. L’espace H2 = H? UR U {oo} est homéomorphe au disque fermé unité (on verra méme
dans l'exercice 3 qu’il existe un biholomorphisme entre les deux!) et g : H2 — H2 est
continue donc d’aprés le théoreme du point fixe de Brouwer, g admet au moins un point
fixe. En tant que transformation de Mobius, g est uniquement déterminée par I'image
de 3 points distincts. Si g a 3 points fixes, alors on peut vérifier que g = I». Donc si
g # Is, g a un ou deux points fixes.

(a) Si g a deux points fixes, alors g est hyperbolique.

(b) Si g a un point fixe dans H?, alors g est elliptique.

(c) Si g a un point fixe dans IH? = R U {oc}, alors g est parabolique.

On peut par ailleurs classifier les isométries en calculant la trace des matrices associées :
si g € PSL(2,R), on peut vérifier que g est hyperbolique (resp. elliptique, parabolique) si
et seulement si |Tr(g)| > 2 (resp. |Tr(g)| < 2, |Tr(g)| = 2). Cela peut se voir en utilisant
la décomposition d’Iwasawa (cf. feuille de TD 2).

Exercice 2. Géodésiques
1. Montrer que les géodésiques de H? sont les droites verticales et les demi-cercles ortho-
gonaux a R.
2. En déduire que la distance sur H? s’exprime sous la forme suivante :
|z —w]®

d(z,w) = cosh™! (1 + 2Im(z)Im(w)

>, Vz,w e H.

Solution.

1. On fixe 21,22 € H?, et on veut déterminer la géodésique qui passe & travers ces deux
points. On suppose d’abord que z1 = it] et z9 = ito, avec 0 < t1 < t9. Pour toute courbe
v:[0,1] = H?, on a

1 ! /

1,/
[,
o y(t)
to
:/ @:logtg—logtl.
Y
Or, le membre de droite est justement la longueur du segment vertical qui relie z; et
z2, donc cela montre bien que la géodésique qui passe par ces deux points est la droite
verticale d’équation z = 0.
Les autres géodésiques sont les images de cette droite par les isométries de H?, dont
on peut démontrer qu’elles se décomposent en les translations z — z + a, les dilatations
z — az, et les transformations de la forme

1

Z ,
zZ+a




avec a € R, qui envoient une droite verticale sur un demi-cercle et réciproquement.
Ainsi, les géodésiques sont bien les droites verticales et les cercles orthogonaux a R.

2. 1l suffit de montrer 1'égalité pour z,w € iR} car les deux termes de ’égalité sont inva-
riants par PSL(2,R) et il existe toujours une isométrie qui envoie la géodésique entre
deux points sur un segment de la demi-droite iR* . Dans ce cas, si z = it; et w = ity
avec 0 < t1 < t9 on a vu que

d(itl, itg) = log tQ — log tl.
Ainsi,

t1  to

cosh(d(z,w)) = 5 =3 T

)

elogtg—logtl + elogtl—logtg 1 <t2 tl) _ t% _ t%

et le membre de droite correspond bien a la forme voulue.
Le disque de Poincaré

Exercice 3. Du demi-plan au disque

1. Montrer que ’homographie .
z—1i

z+1i
est un biholomorphisme entre H? et ®. Le disque de Poincaré et le demi-plan de Poincaré
sont alors deux représentations du plan hyperbolique.

zZ =

2. En déduire de la question 1 et des exercices précédents une description de la métrique,
des isométries et des géodésiques de D.

3. Montrer les identités suivantes dans © :

|2 — wl?

1 B |1 — zwl|? . 1 o
cosh’ <2d<z’“’)> S AoEpa-jepy (2d(z’w>) = T B0 - [P

Solution.

1. On peut vérifier que la fonction

z—1
Dz
/ z+1
est une bijection d’inverse
—1 . 1 + w
frwmi——.
1—w
On peut par ailleurs vérifier aisément que
a4
dz  dz

ce qui fait que f est un biholomorphisme.

2. Il suffit de calculer 'image par f des quantités désirées. La métrique devient

 Hu,v)
Pl ) = e

Les isométries sont exactement les mémes que pour H?, et les géodésiques sont les images
par f des géodésiques de H? : les images des droites verticales sont des droites qui passent
par origine du cercle, et les images des demi-cercles orthogonaux & OH? sont toujours
des demi-cercles orthogonaux & 09, a savoir S'.



3. La premiere égalité provient de la question 2 de I'exercice 2 et de I'utilisation de 1’ho-
mographie de la question 1, la seconde provient de 'identité

cosh?(z) —sinh?(z) =1, Vz e C.

Trigonométrie

Exercice 4. Triangles hyperboliques Soit ABC un triangle géodésique dans le disque hyper-
bolique. On note a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, a = |BAC|, p = |ABC| et v = | BCA| comme
sur la figure 1 ci-dessous.

FIGURE 1 — Un triangle hyperbolique

1. Démontrer les formules suivantes.

(a) La loi des cosinus hyperboliques
cosh(c) = cosh(a) cosh(b) — sinh(a) sinh(b) cos(7).
(b) La loi des sinus hyperboliques

sinh(a)  sinh(b)  sinh(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)

(c) La formule
cosh(a) cos(3) + cos(7)

cosh(c) =

sin(a) sin(f)
2. En déduire 'analogue du théoreme de Pythagore pour un triangle rectangle hyperbo-
lique.
Solution.

1. (a) Par isométrie on peut supposer que C' = 0, de sorte que les cotés AC et BC soient
des segments. On peut par ailleurs supposer que Im(A) = 0 et Re(A) > 0 (cf. figure
2).
On a d’un coté

cosh(c) = cosh(d(A, B)) = 2sinh®(1d(A, B)) + 1.



F1GURE 2 — Un triangle hyperbolique “pratique”.

Or, d’apres la question 3 de I'exercice 3,

inh?(1d(A, B)) = A~ BJ? VA, Be®D
s dAB) = g —sEy AP
Ainsi,
D2
cosh(c) = 214 - B + 1.

(1—1AP)(1 - [B?)

D’un autre coté,
cosh(a) cosh(b) — sinh(a) sinh(b) cos(y) = I} — I,

ou Iy = cosh(a) cosh(b) et I, = sinh(a) sinh(b) cos(y). En utilisant la question 3 de
I’exercice 2, on obtient

2 2
o 2AP1BP)
(1= [AP)(1 - B
Al||B
1, — 4 AllBlcosy

(= AP) (1 =B

On obtient bien la formule voulue, en utilisant le fait que!

|A— B2 = |A]2 +|B|? — 2|A|| B cos .

sinh(c) \© sinh?(c)
s1n(’y) o 1 — (Cosh(stilr)lﬁ(()(sl})l(sfr)lizzbo)sh(c)> :

Par des manipulations algébriques on obtient

(sinh(c)) _ sinh?(a) sinh?(b) sinh?(c)
sin(7y) 2 cosh(a) cosh(b) cosh(c) + 1 — cosh?(a) — cosh?(b) — cosh?(c)’

Cette expression est symétrique en a, b, ¢ donc par symétrie on a bien

(S0) = (e = ()

1. C’est une conséquence du fait que les angles euclidiens et hyperboliques sont les mémes.



(¢) On pose I = cosh(a), J = cosh(b), K = cosh(c). On a

I1J—-K
(r2-1)(J2-1)

cos() = —

en utilisant les calculs de la question 2. De méme,

JK — 1 (8) = KI-J
JE-nkre -y VT mene -

cos(a) =

Il vient que

B (JK — I)(KI —J) - IJ-K
el ees () ) = e e 01 DD
(JK —I)(KI—J)— (IJ - K)(K?—1)

V(2 =D - 1)(K?-1)

Egalement,
sin?(a) sin?(8) = (1 —cos?())(1 —cos?(B)) = 1 — cos?(a) — cos?(B) + cos?(ax) cos?(3)

, 1+2IJK — (I* + J? + K?)
2 —1_ 2 _
sin”(«) cos”(a) D=1 ,

et on a une formule analogue pour sin?(3). Notons que le numérateur est le méme
car il est symétrique en I, J, K. En combinant les formules il vient

cos(a) cos(B) + cos(y)
sin(«) sin(3)

= K = cosh(c),

comme espéré.

2. On applique le résultat de la question 1.(a) & v =

vol3

cosh(c) = cosh(a) cosh(b).

Bonus : Inégalité de Cheeger pour les graphes aléatoires

Exercice 5. On se propose de démontrer I'inégalité de Cheeger énoncée dans le premier cours.
Soit G = (V, E) un graphe d-régulier tel que V- = {1,..., N}. La constante de Cheeger h = h(QG)
est définie par
E(A, B)
h(G) = min ———1—-
(@) AuB=V min(|A|, |B])

ou E(A, B) est le nombre d’arétes entre A et B. La matrice d’adjacence de G est la matrice
A = (aij)1<ij<n définie par a;; = 1 si i et j sont reliés par une aréte et 0 sinon. Le laplacien
du graphe est la matrice L correspondant a l’opérateur

Lf:x ) (f(@) = f(y) = (dI = A)f(x).

y~z

Note : on a Lf = —Af par rapport a la convention du cours! Le trou spectral de G est
A1 = d — po, ou po est la plus grande valeur propre non triviale de A. C’est donc la plus petite
valeur propre non nulle de L. L’inégalité de Cheeger est la suivante :

2

%Sd—MS?h'



1. Montrer la borne supérieure.

2. Soit 7 la mesure sur (V,P(V)) définie par 7(S) = |S|. Montrer que pour tout ¥ € L?(r)
tel que Ly < A sur S(¢) = {z € S : ¢(x) > 0}, si I'on définit ¢4 = max(1),0) la partie
positive de 1,

Ml Zeiy = €W, 1),

ou & est 'énergie de Dirichlet

E(,8) = 3 S0(@) — () = (6, L) ey

zevy
3. Montrer que pour tout ¢ € L%(¢)) tel que S(v) # @,

R [CN [
2 b

5(¢+’ ¢+) >

h(t)) —mf{Ef(’;) .S c s<¢),s¢z}.

4. En déduire la borne inférieure.

Solution.

1. Cf. cours : c’est une conséquence quasiment immédiate de la caractérisation variation-
nelle des valeurs propres

: <¢,L1/J>}
d— s = inf ,
T e { Tk
3o f(@)=0
et on prend, pour ALUB =1V, f:ﬁl @13
2. Soit 1 € L2(nm) tel que Ly < M sur S(p) = {x € S : ¥(x) > 0}. On définit par

polarisation

(14, L) = £y 0) = £ 3 (b () — o (1) () — (@),

r~y

Par construction, on a E(v4,v) > E(14,¢4). De plus, par hypothese sur 1,

Ml Zo(ry = (W L) 2y = E(W4, ),

donc on conclut en combinant les inégalités.

3. On peut sans perdre de généralité que ¥ > 0 partout (quitte a se restreindre a S(1)))
au lieu de V). En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

S P x) — ) =D () — )lle() + ()]

T~y r~y
> (W) =), D (w(z) +

<V2E(W, ) Y (@) + ()

T~y



S W@ +v(y)? < V2D (@) + (1),

T~y T~y

donc
S [P x) = ()] < 2v2E(, )Y ]| 2(r)- (1)
x~Y

D’autre part, en posant pour tout v >0 S, = {z: ¢¥(z) > u} C S(¢), on a

D P (x) — ()| =2 [P (x) — ¥ (y)]

= =
»(y)
=4 Z (/ udu)
Y P(z)
Y(2)<y(y)

o
4 / WE (S, S°)du.
0
La derniere égalité vient du fait que

E(Su,S) = > lay
P(x)<u<p(y)

Par hypothese sur h(v)), il vient que

4 [ uB(S,. S5)duz 4h(w) | ur(S,)du=20(6) 6 2)
0 0
En combinant les équations (1) et (2), on obtient

8E (W, )13y = 4024 42y

et le résultat en découle.

. En utilisant les deux questions précédentes, on obtient

h()?
5

Az

pour tout A > 0, et pour tout ¢ € L%(7) tel que S(v)) # @, et Ly < \ip sur S(1). On
prend A; > 0 la premiere valeur propre non triviale de L, et ¢ une fonction propre de
L pour X et normalisée telle que ||1/1||%2(7r) =1, et I'inégalité de Cheeger s’ensuit.



